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摘　要：研究弱耗散ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程Ｃａｕｃｈｙ问题的弱解，当初值在空间Ｌ２（Ｒ）∩Ｌ４（Ｒ）中时得到了弱解
的存在性。
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　　在本文中我们主要研究如下的弱耗散 Ｄｅｇａｓ
ｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程
ｕｔ－ｕｔｘｘ＋４ｕｕｘ＋λ（ｕ－ｕｘｘ）＝３ｕｘｕｘｘ＋ｕｕｘｘｘ，

ｔ＞０，ｘ∈Ｒ （１）
其中λ＞０。当ｔ＝０时，ｕ满足初始条件

ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ｒ （２）
Ｄｅｇａｓｐｅｒｉｓ等［１］通过对水波方程的研究得到了如下

的ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程
ｕｔ－ｕｔｘｘ＋４ｕｕｘ ＝３ｕｘｕｘｘ＋ｕｕｘｘｘ，

ｔ＞０，ｘ∈Ｒ
（３）

它具有双 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ结构可积方程并且有无穷多
个守恒律和无穷多对尖峰孤立子解［１］，所以引起

了很多数学家和物理学家的关注［２－１３］。

当初值在 Ｈｓ（其中 ｓ＞３／２）时，殷朝阳［５－６］

分别证明了ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程的直线上和周期

局部适定性问题，并且得到了爆破机制和爆破结

果。Ｌｉｕ和殷朝阳等［７－８，１１］研究了方程 （３）的整体
强解的存在性，并证明了在初值满足一定的符号条

件时整体强解的唯一性。Ｃｏｃｌｉｔｅ等［１２］证明了初值

在Ｌ２（Ｒ）∩Ｌ４（Ｒ）中方程 （３）弱解的存在性。
耗散的 ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程具有如下的形

式：

ｕｔ－ｕｔｘｘ＋４ｕｕｘ＋Ｌ（ｕ）（ｕ－ｕｘｘ）＝

３ｕｘｕｘｘ＋ｕｕｘｘｘ，ｔ＞０，ｘ∈Ｒ

其中Ｌ( )ｕ是耗散项。一般情况下，Ｌ是和物理量
有关的拟线性微分算子。在本文中，Ｌ( )ｕ ＝λ且λ
＞０是个常数。
Ｗｕ等［１４－１５］研究了方程 （１）的爆破和解的衰

退。方程 （１）强解的整体存在性也有结果［１３，１６］。

方程 （１）的弱解情况亦有人研究，Ｇｕｏ等［１７］证明
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了如下结果：如果初值 ｕ０∈ Ｈ
１（Ｒ），ｙ０ ＝（１－

２ｘ）ｕ０∈Ｍ（Ｒ），ｓｕｐｐｙ
－
０（－∞，ｘ０）并且 ｓｕｐｐｙ

＋
０

（ｘ０，＋∞），那么方程 （１）有且仅有一个弱解
ｕ∈Ｗ１，＋∞ｌｏｃ （Ｒ＋×Ｒ）∩Ｌ

＋∞
ｌｏｃ（Ｒ＋；Ｈ

１（Ｒ））。仔细观
察方程可发现，方程 （１）的弱解问题不需要那么
强的条件，在本文中，我们只需初值 ｕ０∈ Ｌ

２（Ｒ）

∩Ｌ４（Ｒ）即可证明其分布意义下弱解的存在，当
然由于初值正则性的降低且没有符号的限制，我们

没有弱解的唯一性。此文所采用的方法是受文

［１２］的启发，但是本文有些结果更好一些，这是
因为方程 （１）的守恒律更好的缘故。此外，文
［１２］的某些结果是本文中当λ→０时的特殊情况。

令ｍ＝ｕ－ｕｘｘ，我们可以把方程 （１）改写
为

ｍｔ＋ｍｘｕ＋３ｍｕｘ＋λｍ＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｒ（４）

注意到，如果ｐ（ｘ）＝１２ｅ
－ｘ，ｘ∈Ｒ，则（１－２ｘ）

－１ｆ

＝ｐｆ，对所有的ｆ∈Ｌ２（Ｒ），这里  代表卷积。
从而有 ｐｍ ＝ｕ。应用此等式我们可以把方程
（４）化成

ｕｔ＋ｕｕｘ＋ｘ ｐ
３
２ｕ( )( )２ ＋λｕ＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｒ

（５）
本文的主要结果是证明方程 （１）熵弱解的存在
性，在给出主要结论之前，我们先给出弱解以及熵

弱解的定义。

定义 １　ｕ称为方程 （１）满足 Ｃａｕｃｈｙ问题
（２）的弱解，如果 ｕ（ｔ，ｘ）∈ Ｌ∞（（０，∞）；Ｌ２（Ｒ））
并且在 Ｒ＋×Ｒ上的分布意义下 （即在 （Ｄ′（Ｒ＋×
Ｒ）中）满足方程 （５）和当λ→０时，ｕ（ｔ，·）→ｕ０。
　　定义 ２　ｕ称为方程 （１）满足 Ｃａｕｃｈｙ问题
（２）的熵弱解，如果ｕ是方程 （１）满足Ｃａｕｃｈｙ问
题 （２）的弱解，并且对于任意凸的 Ｃ２熵函数 η：
Ｒ→Ｒ和对应的熵对 ｑ：Ｒ→Ｒ，ｑ′（ｕ）＝ｕη′（ｕ），
在空间（Ｄ′（Ｒ＋×Ｒ）以下等式成立

ｔη（ｕ）＋ｘｑ（ｕ）＋λｑ（ｕ）＋

η′（ｕ）ｘ ｐ
３
２ｕ( )( )２ ≤０ （６）

下面给出本文的主要结论：

定理１　设 ｕ０∈ Ｌ
２（Ｒ）∩ Ｌ４（Ｒ），则 Ｃａｕｃｈｙ

问题 （１） － （２）至少存在一个熵弱解，并且 ｕ
满足以下的条件：

（ｉ）‖ｕ‖Ｌ２（Ｒ＋×Ｒ）≤
２

槡λ
‖ｕ０‖Ｌ２（Ｒ）；

对于任意的ｔ＞０，且有

（ｉｉ）‖ｕ（ｔ，·）‖Ｌ２（Ｒ）≤ 槡２２ｅ
－λｔ‖ｕ０‖Ｌ２（Ｒ）；

（ｉｉｉ）‖ｕ（ｔ，·）‖４Ｌ４（Ｒ） ≤ ｅ１２‖ｕ０‖２Ｌ２（Ｒ）ｔ‖ｕ０‖
４
Ｌ４（Ｒ）＋

８‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）（ｅ

１２‖ｕ０‖２Ｌ２（Ｒ）
ｔ‖ｕ０‖

４
Ｌ４（Ｒ）－１）。

本文结构如下安排：第 １节我们给出方程
（１）的粘性逼近解ｕε并得到关于ｕε的基础能量估
计。第２节证明 ｕε存在强收敛子列，并证明其子
列收敛极限即为方程的熵弱解。

１　粘性逼近解的存在性和估计
本节中，我们构建方程 （１）的粘性逼近解 ｕε

＝ｕε（ｔ，ｘ），即ｕε为以下方程的解

ｕｔ＋ｕｕｘ＋ｘ ｐ
３
２ｕ( )( )２ ＋λｕ＝εｕｘｘ，

ｔ＞０，ｘ∈Ｒ （７）
满足初始条件

ｕ（０，ｘ）＝ｕε，０（ｘ），ｘ∈Ｒ （８）
这里ｕε，０（ｘ）＝（φεｕ０）（ｘ）∈Ｈ

ｓ（Ｒ），ｓ≥２，并
且

φε（ｘ）＝ ∫φ（ｙ）ｄ( )ｙ－１ １
εφ

ｘ( )ε，ｘ∈Ｒ，ε＞０
其中φ∈Ｃ∞ｃ（Ｒ），定义如下

φ（ｘ）＝ ｅ１／（ｘ２－１），｜ｘ｜＜１；
０，｜ｘ｜≥{ １

如果ｕ０∈Ｌ
２（Ｒ）∩Ｌ４（Ｒ），那么对任意的ｐ∈［２，

４］，有
‖ｕε，０‖Ｌｐ（Ｒ）≤‖ｕ０‖Ｌｐ（Ｒ），ε＞０

并且，当ε→０时，
ｕε，０→ｕ０，在空间Ｌ

ｐ（Ｒ）中
下面给出粘性解ｕε的存在性引理。
引理１　设ｕ０∈Ｌ

２（Ｒ），则方程 （７） －（８）
存在唯一的强解ｕε∈Ｃ（Ｒ＋；Ｈ

ｓ（Ｒ）），ｓ≥２。
证明　任意固定的Ｔ＞０和（ｔ，ｘ，ｕ）∈［０，Ｔ）

×Ｒ×Ｒ，记

ｆ（ｔ，ｘ，ｕ）＝ｕ
２

２，ｇ（ｔ，ｘ，ｕ）＝λｕ，ｋ（ｔ，ｘ，ｕ）＝
３
２ｕ

２，

ｈ（ｔ，ｘ，ｕ）＝０，ａ（ｔ，ｘ，ｕ）＝ε
则文 ［１７］中定理２３的所有条件均满足，则根
据文 ［１７］中的定理２３的结论，我们知道存在
唯一的解 ｕε∈ Ｃ（［０，Ｔ）；Ｈ

ｓ（Ｒ）），ｓ≥ ２为方程
（７） －（８）的强解。由 Ｔ的任意性我们得 ｕε∈
Ｃ（Ｒ＋；Ｈ

ｓ（Ｒ））。
接下来，我们给出 ｕε的一致 Ｌ

２（Ｒ）估计，此
估计是本文中最基础的能量估计。

引理２　设ｕ０∈Ｌ
２（Ｒ），对于任意固定的ε＞

０５



　第 ２期 关春霞等：弱耗散的ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程弱解的存在性

０，则当ｔ＞０时，以下的估计成立：

‖ｕε（ｔ，·）‖Ｌ２（Ｒ）≤ 槡２２ｅ
－λｔ‖ｕ０‖Ｌ２（Ｒ）；

槡ε‖ｘｕε（ｔ，·）‖Ｌ２（Ｒ＋×Ｒ）≤２‖ｕ０‖Ｌ２（Ｒ）

并且有

‖ｕ‖Ｌ２（Ｒ＋×Ｒ）≤
２

槡λ
‖ｕ０‖Ｌ２（Ｒ）

证明　令ｖε ＝（４－
２
ｘ）
－１ｕε，则４ｖε－

２
ｘｖε ＝

ｕε，从而有

∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε（ｔ，ｘ））

２＋５（ｘｖε（ｔ，ｘ））
２＋

４（ｖε（ｔ，ｘ））
２）ｄｘ＋

２ε∫
ｔ

０∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε（ｔ，ｘ））

２＋５（ｘｖε（ｔ，ｘ））
２＋

４（ｖε（ｔ，ｘ））
２）ｄｘｄｓ≤

∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε（０，ｘ））

２＋５（ｘｖε（０，ｘ））
２＋

４（ｖε（０，ｘ））
２）ｄｘ （９）

和

∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε（ｔ，ｘ））

２＋５（ｘｖε（ｔ，ｘ））
２＋

４（ｖε（ｔ，ｘ））
２）ｄｘ≤

ｅ－２λｔ∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε（０，ｘ））

２＋５（ｘｖε（０，ｘ））
２＋

４（ｖε（０，ｘ））
２）ｄｘ （１０）

事实上，用ｖε－
２
ｘｖε乘以方程 （７）并且在Ｒ上关

于ｘ积分，得到

∫
＋∞

－∞
ｔｕε（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ＋λ∫

＋∞

－∞
ｕε（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ－

ε∫
＋∞

－∞
２ｘｕε（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ＝

－∫
＋∞

－∞
ｕεｘｕε（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ－

３
２∫

＋∞

－∞
ｘ（ｐ（ｕε）

２）（ｖε－
２
ｘｖε）ｄｘ

和文 ［１２］中引理２３的证明类似，我们有

∫
＋∞

－∞
ｔｕε（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ－ε∫

＋∞

－∞
２ｘｕε（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ＝

１
２
ｄ
ｄｔ∫

＋∞

－∞
（（２ｘｖε）

２＋５（ｘｖε）
２＋４（ｖε）

２）ｄｘ＋

ε∫
＋∞

－∞
（（３ｘｖε）

２＋５（２ｘｖε）
２＋４（ｘｖε）

２）ｄｘ

和

－∫
＋∞

－∞
ｕεｘｕε（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ－

３
２∫

＋∞

－∞
ｘ（ｐ（ｕε）

２）（ｖε－
２
ｘｖε）ｄｘ＝０

由于λ＞０，则根据分部积分，可得到

λ∫
＋∞

－∞
ｕε（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ＝

λ∫
＋∞

－∞
（４ｖε－

２
ｘｖε）（ｖε－

２
ｘｖε）ｄｘ＝

λ∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε）

２－５ｖε
２
ｘｖε＋４（ｖε）

２）ｄｘ＝

λ∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε）

２＋５（ｘｖε）
２＋４（ｖε）

２）ｄｘ≥０

故有

１
２
ｄ
ｄｔ∫

＋∞

－∞
（（２ｘｖε）

２＋５（ｘｖε）
２＋４（ｖε）

２）ｄｘ＋

ε∫
＋∞

－∞
（（３ｘｖε）

２＋５（２ｘｖε）
２＋４（ｘｖε）

２）ｄｘ≤０

和

１
２
ｄ
ｄｔ∫

＋∞

－∞
（（２ｘｖε）

２＋５（ｘｖε）
２＋４（ｖε）

２）ｄｘ≤

－λ∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε）

２＋５（ｘｖε）
２＋４（ｖε）

２）ｄｘ

对以上两个不等式在 ［０，ｔ］上积分，就可得到式
（９）和式 （１０）。

通过文 ［１２］中引理 ２２的证明，我们有
‖ｕε（ｔ，·）‖

２
Ｌ２（Ｒ）≤

８∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε）

２＋５（ｘｖε）
２＋４（ｖε）

２）ｄｘ；

‖ｘｕε（ｔ，·）‖
２
Ｌ２（Ｒ）≤

８∫
＋∞

－∞
（（３ｘｖε）

２＋５（２ｘｖε）
２＋４（ｘｖε）

２）ｄｘ

和

‖ｕε（０，·）‖
２
Ｌ２（Ｒ）≥∫

＋∞

－∞
（（２ｘｖε（０，ｘ））

２＋

５（ｘｖε（０，ｘ））
２＋４（ｖε（０，ｘ））

２）ｄｘ
从而利用式 （９）、式 （１０）可得到
‖ｕε（ｔ，·）‖

２
Ｌ２（Ｒ）≤８ｅ

－２λｔ‖ｕε（０，·）‖
２
Ｌ２（Ｒ）≤

８ｅ－２λｔ‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ） （１１）

和

ε‖ｘｕε‖
２
Ｌ２（Ｒ＋×Ｒ）≤８ε∫

＋∞

０ ∫
＋∞

－∞
（（３ｘｖε）

２＋

５（２ｘｖε）
２＋４（ｘｖε）

２）ｄｘｄｔ≤

４∫
＋∞

－∞
（（２ｘｖε（０，ｘ））

２＋５（ｘｖε（０，ｘ））
２＋

４（ｖε（０，ｘ））
２）ｄｘ≤４‖ｕε（０，·）‖

２
Ｌ２（Ｒ）≤４‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ）

则由式 （１１），有

‖ｕε‖
２
Ｌ２（Ｒ＋×Ｒ） ＝∫

＋∞

０
‖ｕε（ｔ，·）‖

２
Ｌ２（Ｒ）ｄｔ≤

４
λ‖
ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ）

此引理得证。

为了书写方便我们记Ｐε＝
３
２ｐ（ｕε）

２，则Ｐε

≥０。根据引理２中的Ｌ２一致估计结果，用 Ｈｌｄｅｒ
不等式，可以得到如下估计：

１５
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‖Ｐε（ｔ，·）‖Ｌ１（Ｒ）≤
３
２‖ｐ‖Ｌ１（Ｒ）‖ｕε（ｔ，·）‖

２
Ｌ２（Ｒ）≤１２ｅ

－２λｔ‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）

（１２）
‖ｘＰε（ｔ，·）‖Ｌ１（Ｒ）≤

３
２‖ｘｐ‖Ｌ１（Ｒ）‖ｕε（ｔ，·）‖

２
Ｌ２（Ｒ）≤１２ｅ

－２λｔ‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）

（１３）
这里用到了‖ｐ‖Ｌ１（Ｒ） ＝１和‖ｘｐ‖Ｌ１（Ｒ） ＝１。再
次应用 Ｈｌｄｅｒ不等式和引理２，还可以得到

‖Ｐε‖Ｌ∞（Ｒ＋×Ｒ）≤
３
２‖ｐ‖Ｌ∞（Ｒ）；

‖ｕε‖
２
Ｌ∞（Ｒ＋；Ｌ２（Ｒ））≤６‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ） （１４）

以及

‖ｘＰε‖Ｌ∞（Ｒ＋×Ｒ）≤
３
２‖ｘｐ‖Ｌ∞（Ｒ）；

‖ｕε‖
２
Ｌ∞（Ｒ＋；Ｌ２（Ｒ））≤６‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ） （１５）

其中用到了‖ｐ‖Ｌ∞（Ｒ） ＝
１
２和‖ｘｐ‖Ｌ∞（Ｒ） ＝

１
２。

由恒等式 （１－２ｘ）
－１ｆ＝ｐｆ，对所有的 ｆ∈

Ｌ２（Ｒ）成立，利用引理２和估计式 （１２），推出
‖２ｘＰε（ｔ，·）‖Ｌ１（Ｒ）≤‖Ｐε（ｔ，·）‖Ｌ１（Ｒ）＋
３
２‖ｕε（ｔ，·）‖

２
Ｌ２（Ｒ）≤２４ｅ

－２λｔ‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）（１６）

　　接下来，我们证明粘性逼近解在 Ｌ４中一致有
界。

引理３　设ｕ０∈Ｌ
２（Ｒ）∩Ｌ４（Ｒ），对于任意固

定的ε＞０，则当ｔ＞０时，有
‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ）≤ｅ

１２‖ｕ０‖２Ｌ２（Ｒ）
ｔ‖ｕ０‖

４
Ｌ４（Ｒ）＋

８‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）（ｅ

１２‖ｕ０‖２Ｌ２（Ｒ）
ｔ‖ｕ０‖

４
Ｌ４（Ｒ）－１）

　　证明　对方程 （７）乘以４ｕ３ε关于 ｘ在 Ｒ上积
分，得到

ｄ
ｄｔ‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ） ＝－６∫

＋∞

－∞
ｕ３ε（ｘｐ（ｕε）

２）ｄｘ－

４λ∫
＋∞

－∞
ｕ４εｄｘ＋４ε∫

＋∞

－∞
ｕ３εｘｘｕεｄｘ

利用 Ｈｌｄｅｒ不等式以及式 （１１）、式 （１５），可推
出

∫
＋∞

－∞
ｕ３ε（ｘｐ（ｕε）

２）ｄｘ≤

‖ｘｐ（ｕε）
２‖Ｌ∞（Ｒ＋×Ｒ）‖ｕε（ｔ，·）‖

３
Ｌ３（Ｒ）≤

４‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）‖ｕε（ｔ，·）‖Ｌ２（Ｒ）‖ｕε（ｔ，·）‖

２
Ｌ４（Ｒ）≤

２‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）（‖ｕε（ｔ，·）‖

２
Ｌ２（Ｒ）＋‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ））≤

１６‖ｕ０‖
４
Ｌ２（Ｒ）＋２‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ）‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ）

利用分部积分，得到

∫
＋∞

－∞
ｕ３εｘｘｕεｄｘ＝－３∫

＋∞

－∞
ｕ２ε（ｘｕε）

２ｄｘ≤０

又因为λ＞０，则可得到
ｄ
ｄｔ‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ）≤９６‖ｕ０‖

４
Ｌ２（Ｒ）＋

１２‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ）

此不等式可以改写为如下形式

ｄ
ｄｔ（‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ）＋８‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ））≤

１２‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）（‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ）＋８‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ））

则由 Ｇｒｏｎｗａｌｌｓ不等式，即可得到
‖ｕε（ｔ，·）‖

４
Ｌ４（Ｒ）＋８‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ）≤

ｅ１２‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ｒ）ｔ（‖ｕ０‖

４
Ｌ４（Ｒ）＋８‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ））

此不等式经过一个简单的移项即可得到此引理的结

论。

注１　文 ［１２］中对应的结果是本文中引理２
中当λ→０时的特殊情况。

２　熵弱解的存在性
以第１节中的估计为基础，在本节中我们首先

给出粘性解的一致先验估计，然后证明其强收敛

性，最后证明粘性逼近解的极限即为方程 （１）的
弱解。

为了证明我们的结果，首先给出两个引理。

引理４［１８］　设 Ω是 ＲＮ，（Ｎ≥２）中的有界开
集，｛Ｌｎ｝∞ｎ＝１在空间Ｗ

－１，∞（Ω）中有界，并且
Ｌｎ＝Ｌ１ｎ＋Ｌ

２
ｎ

其中｛Ｌ１ｎ｝∞ｎ＝１是Ｈ
－１
ｌｏｃ（Ω）中的紧子集，｛Ｌ

２
ｎ｝
∞
ｎ＝１在

Ｍ ｌｏｃ（Ω）中有界。那么｛Ｌｎ｝∞ｎ＝１在Ｈ
－１
ｌｏｃ（Ω）中紧。

引理５［１９］　设Ω是Ｒ＋×Ｒ中的有界开集。对
某个ｓ≥０，ｆ∈Ｃ２（Ｒ）满足：

ｆ（ｘ）≤Ｃｘｓ＋１，ｆ′（ｘ）≤Ｃｘｓ，ｘ∈Ｒ；
ｍｅａｓ｛ｘ：ｆ″（ｘ）＝０｝＝０

定义Ｉｌ，ｆｌ，Ｆｌ：Ｒ→Ｒ满足如下条件：
Ｉｌ∈Ｃ

２（Ｒ），Ｉｌ（ｘ）≤ｕ，Ｉ′ｌ（ｘ）≤２，对所有
的ｘ∈Ｒ；

Ｉｌ（ｘ）＝ｘ，｜ｘ｜≤ｌ；

Ｉｌ（ｘ）＝０，｜ｘ｜≥２ｌ{ ；

ｆｌ（ｕ）＝∫
ｕ

０
Ｉ′ｌ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ，

Ｆｌ（ｕ）＝∫
ｕ

０
ｆ′ｌ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ

　　设对某个固定的ｌ＞０，｛ｕｎ｝∞ｎ＝１Ｌ
２（ｓ＋１）（Ω）使

得下面两个序列

｛ｔＩｌ（ｕｎ）＋ｘｆｌ（ｕｎ）｝∞ｎ＝１，｛ｔｆｌ（ｕｎ）＋ｘＦｌ（ｕｎ）｝∞ｎ＝１，
均是Ｈ－１ｌｏｃ（Ω）中的紧子集。则存在１≤ｒ＜２（ｓ＋１）
和｛ｕｎ｝∞ｎ＝１的一个子序列在空间Ｌ

ｒ（Ω）中强收敛到

２５
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一个函数ｕ∈Ｌ２（ｓ＋１）（Ω）。
现在给出本节的一个主要结果。

引理 ６　设 ｕ０∈ Ｌ
２（Ｒ）∩ Ｌ４（Ｒ），则存在

｛ｕε｝ε＞０的一个子列 ｛ｕεｋ｝
∞
ｋ＝１和一个函数 ｕ，使得

对任意的Ｔ＞０，有
ｕ∈Ｌ∞（Ｒ＋；Ｌ

２（Ｒ））∩Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ４（Ｒ））

（１７）
并且当ｋ→∞时，有
ｕεｋ→ｕ，在空间Ｌ

ｐ（（０，Ｔ）×Ｒ）中，ｐ∈［２，４）

（１８）
证明　设η：Ｒ→Ｒ是一个具有紧支集的Ｃ２熵

函数，ｑ：Ｒ→Ｒ对应的熵对，满足ｑ′（ｕ）＝ｕη′（ｕ）。
我们说存在Ｌ１ε，Ｌ

２
ε，使得

ｔη（ｕε）＋ｘｑ（ｕε）＝Ｌ
１
ε＋Ｌ

２
ε （１９）

这里Ｌ１ε，Ｌ
２
ε满足：对任意的ΩＲ＋×Ｒ有界，

Ｌ１ε→０，在空间Ｈ
－１（Ｒ＋×Ｒ）中；

Ｌ２ε在空间Ｍ（Ω）中一致有界
事实上，在方程 （７）两边同时乘以 η′（ｕ），

根据链式法则可得

ｔη（ｕε）＋ｘｑ（ｕε）＋η′（ｕε）ｘＰε＋λｑ′（ｕε）＝
ε２ｘη（ｕε）－η″（ｕε）（ｘｕε）( )２ （２０）

令Ｌ１ε＝ε、
２
ｘη（ｕε），Ｌ

２
ε＝－λｑ′（ｕε）－η′（ｕε）ｘＰε

－εη″（ｕε）（ｘｕε）
２，则我们有式 （１９），下面我们

只需要证明Ｌ１ε，Ｌ
２
ε满足上述条件即可。

根据引理２，可得到
‖εｘη（ｕε）‖Ｌ２（Ｒ＋×Ｒ）≤

槡ε‖η′‖Ｌ∞（Ｒ）槡ε‖ｘｕε‖Ｌ２（Ｒ＋×Ｒ）≤

２槡ε‖η′‖Ｌ∞（Ｒ）‖ｕ０‖Ｌ２（Ｒ）

所以，在空间Ｈ－１（Ｒ＋×Ｒ）中，Ｌ
１
ε→０。对任意的

Ω ＝［０，Ｔ］×［ａ，ｂ］ Ｒ＋×Ｒ，应用引理 ２和
Ｈｌｄｅｒ不等式，则有
‖ｑ′（ｕε）‖Ｌ１（Ω）≤‖η′‖Ｌ∞（Ｒ）‖ｕε‖Ｌ１（Ω）≤

‖η′‖Ｌ∞（Ｒ） Ω １／２‖ｕε‖Ｌ２（Ω）≤

２ ２（ｂ－ａ）槡 Ｔ‖η′‖Ｌ∞（Ｒ）‖ｕ０‖Ｌ２（Ｒ）

再次根据引理２以及式 （１３），得
‖η′（ｕε）ｘＰε‖Ｌ１ （０，Ｔ）×( )Ｒ ≤１２Ｔ‖η′‖Ｌ∞（Ｒ）‖ｕ０‖Ｌ２（Ｒ）
和

‖εη″（ｕε）（ｘｕε）
２‖Ｌ１（Ｒ＋×Ｒ）≤ ４‖η″‖Ｌ∞（Ｒ）‖ｕ０‖

２
Ｌ２（Ｒ） 因

此，对任意的ΩＲ＋×Ｒ有界，Ｌ
２
ε在空间Ｍ（Ω）

中一致有界。根据引理 ４，ｔη（ｕε）＋ｘｑ（ｕε）在
Ｈ－１ｌｏｃ（Ｒ＋×Ｒ）中紧。

在引理５中，令 ｆ（ｕ）＝１２ｕ
２，则 ｛ｕε｝ε＞０

Ｌ２ｌｏｃ（Ｒ＋×Ｒ）且ｆ′ｌ（ｕ）＝ｕＩ′ｌ（ｕ），Ｆ′ｌ（ｕ）＝ｕｆ′ｌ（ｕ）。
由以上的讨论，我们知道，对每个固定的ｌ＞０，以
下的两个序列

｛ｔＩｌ（ｕε）＋ｘｆｌ（ｕε）｝ε＞０，｛ｔｆｌ（ｕε）＋ｘＦｌ（ｕε）｝ε＞０
是Ｈ－１ｌｏｃ（Ｒ＋×Ｒ）中的紧子集。因此，由引理 ５可
知，存在｛ｕε｝ε＞０的一个子列 ｛ｕεｋ｝

∞
ｋ＝１和一个函数

ｕ满足式 （１７），并且当ｋ→∞时，有
ｕεｋ→ｕ，在空间Ｌ

ｐ（（０，Ｔ）×Ｒ）中，ｐ∈［２，
４）

此引理得证。

由引理６，我们就可以来证明定理１了。
证明　对任意的Ｔ＞０，由 （１８）可知，当 ｋ

→∞时，对任意的（ｑ，ｐ）∈［２，４）×［１，２），（ｕεｋ，

ｕ２εｋ）→（ｕ，ｕ
２）在空间

Ｌｑ（（０，Ｔ）×Ｒ）×Ｌｐ（（０，Ｔ）×Ｒ） （２１）
所以在空间 （Ｄ′（Ｒ＋×Ｒ）中，有ｕεｋ→ｕ，ｕ

２
εｋ→

ｕ２，根据广义函数导数的定义，就可得到，当 ｋ→
∞时，在空间（Ｄ′（Ｒ＋×Ｒ）中，有

ｔｕεｋ→ｔｕ，ｕεｋｘｕεｋ ＝
１
２ｘ ｕ

２
ε

( )
ｋ
→

１
２ｘ ｕ

( )２ ＝ｕｘｕ，λｕεｋ→λｕ

从而要证明ｕ是方程的弱解，由方程的形式知，只
需证明：当ｋ→ ∞ 时，在空间 （Ｄ′（Ｒ＋×Ｒ）中，
有

ｘｐｕ
２
εｋ→ｘｐｕ

２

也即只需证

ｐｕ２εｋ→ｐｕ
２ （２２）

事实上，由式 （２１）和 Ｈｌｄｅｒ不等式，知当 ｋ→
∞时，有

‖ｐｕ２εｋ－ｐｕ
２‖ｐ

Ｌｐ（（０，Ｔ）×Ｒ） ＝

‖ｐ ｕ２εｋ－ｕ( )２ ‖ｐ
Ｌｐ（（０，Ｔ）×Ｒ）≤

‖ｐ‖ｐ
Ｌ１（Ｒ）‖ｕ

２
εｋ－ｕ

２‖ｐ
Ｌｐ（（０，Ｔ）×Ｒ）≤

‖ｕ２εｋ－ｕ
２‖ｐ

Ｌｐ（（０，Ｔ）×Ｒ）→０
这里用到了‖ｐ‖ｐ

Ｌ１（Ｒ） ＝１。所以式 （２２）成立。
接下来我们证明ｕ不仅是方程的弱解而且是方

程的熵弱解 （ｉｅｕ满足 （６））。对任意的η：Ｒ→
Ｒ是一个具有紧支集的Ｃ２凸函数，ｑ：Ｒ→Ｒ对应的
熵对，满足 ｑ′（ｕ）＝ｕη′（ｕ）。如果在方程 （２０）
中选择 ε ＝ εｋ，令 ｋ→ ∞，因为，在空间
Ｈ－１ｌｏｃ（Ｒ＋×Ｒ）中，εｋ

２
ｘη（ｕεｋ）→０，并且ε＞０，η″

＞０，所以ｕ满足 （６）。
根据引理５－６，我们知道ｕ满足定理１中的条

件 （ｉ）－（ｉｉｉ）。因此本文结论成立。

３５
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